Линейные системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами
План:

1. Общий вид линейной системы дифференциальных уравнений. Однородные и неоднородные системы. Случаи системы с постоянными коэффициентами

2. Основные свойства линейной системы дифференциальных уравнений

3. Основные способы решения однородной линейной системы

4. Понятие о фундаментальной системе решений однородной линейной системы

5. Построение общего решения однородной линейной системы по фундаментальной системе решений

6. Построение фундаментальной системы решения однородной системы с постоянными коэффициентами методом Эйлера

7. Структура общего решения неоднородной линейной системы
1. Общий вид линейной системы дифференциальных уравнений. Однородные и неоднородные системы. Случаи системы с постоянными коэффициентами

Для решения многих задач математики, физики, техники (задач динамики криволинейного движения; задач электротехники движения; задач электротехники для нескольких электрических цепей; определения состава системы, в которой протекают несколько последовательных химических реакций I порядка; отыскания векторных линий поля и других) нередко требуется несколько функций. Нахождение этих функций может привести к нескольким дифференциальным уравнении ям (ДУ), образующим систему. 

Системой ДУ называется совокупность ДУ, каждое из которых содержит независимую переменную, искомые функции и их производные.

Нормальной системой линейных ДУ с действительными коэффициентами, называется система вида:
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или более коротко 
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Однородной системой линейных уравнений, соответствующей системе (2), называется система уравнений  
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Система линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами имеет вид
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2. Основные свойства линейной системы дифференциальных уравнений

Теорема 1. Линейная комбинация решений однородной системы (3) также является решением этой системы.

Теорема 2. Разность любых двух решений неоднородной системы уравнений (2) есть решение однородной системы (3).
Сумма любого частного решения  неоднородной системы (2) и решения соответствующей однородной системы (3) есть решение неоднородной системы (2). 

Теорема 3. Если 
[image: image14.wmf])

(

1

t

x

 и 
[image: image15.wmf])

(

2

t

x

 - решения систем уравнений

[image: image16.wmf])

(

)

(

1

1

1

t

g

x

t

F

x

+

=

&



[image: image17.wmf])

(

)

(

2

2

2

t

g

x

t

F

x

+

=

&


соответственно, то
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Теорема 4.  Пусть 
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 имеет место следующая оценка:
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В частности, для линейной однородной системы (3) имеем оценку (
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Теорема 5. Пусть матрица 
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Итак, из оценки (5) вытекает единственность решения задачи Коши для линейной системы (2) с непрерывной матрицей 
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Следствие 1. Пусть матрица 
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[image: image44.wmf]0

0

)

(

)

(

)

(

0

0

t

t

F

t

t

F

e

t

x

t

x

e

t

x

-

-

-

£

£

                                                                       (7)
Иначе говоря, рост функции 
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Следствие 2. Решение 
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 однородной линейной системы с непрерывной матрицей 
[image: image47.wmf])

(

t

F

 тождественно равно нулю, если оно равно нулю в какой либо точке отрезка 
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3. Основные способы решения однородной линейной системы
Линейные системы можно интегрировать различными способами, например методом исключения, путем нахождения интегрируемых комбинаций и т. д.
Для интегрирования однородных линейных систем с постоянными коэффициентами применяется метод Эйлера, который будет рассмотрен ниже.
4. Понятие о фундаментальной системе решений однородной линейной системы

Определение 1. Решения 
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Пусть задана система 
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Определение 2. Определитель
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называется определителем Вронского системы решений 
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Определение 3. Система из 
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 решений однородной системы уравнений (3), линейно независимых на отрезке 
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5. Построение общего решения однородной линейной системы по фундаментальной системе решений

Определение 4. Общим решением линейной системы уравнений (2) называется множество всех решений этой системы.

Теорема 8. Пусть 
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 - фундаментальная система решений однородной системы уравнений (3), тогда формула
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 - произвольные постоянные, дает общее решение этой системы. Множество всех решений однородной системы уравнений (3) образует 
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-мерное векторное пространство, базисом которого может служить любая фундаментальная система решений.

6. Построение фундаментальной системы решения однородной системы с постоянными коэффициентами методом Эйлера
Система линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами имеет вид
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Метод Эйлера заключается в следующем. Решение системы (1.1) ищем в виде
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Функция (2.1) является решением системы (1.1), если 
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Если для собственного значения 
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Чтобы найти векторы 
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Если среди собственных чисел матрицы 
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7. Структура общего решения неоднородной линейной системы,
Пусть 
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где 
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 Теорема 9. Пусть на отрезке 
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 непрерывны, и пусть известна фундаментальная система решений для однородной системы уравнений (3). Тогда общее решение неоднородной системы уравнений (2) находится с помощью квадратур.
Доказательство. Пусть 
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Будем искать решение системы уравнений (2) в виде 
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Подставляя выражение (18) в (2), получим
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В силу (17) уравнение (19) примет вид
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Умножая обе части уравнения (20) слева на 
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                                                                 (22)                       Формула (22) дает общее решение неоднородной системы уравнений (2). Решение задачи Коши для системы (2) задается формулой
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Метод нахождения решения системы (2) называется методом вариации постоянных или методом неопределенных коэффициентов Лагранжа.

Практически удобно поступать следующим образом: Уравнение (20) в развернутом виде

представляет собой систему линейных уравнений относительно 
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Решая эту систему относительно 
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Подставляя найденные выражения для 
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 в (18) получим общее решение для системы (2).
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