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 Abstract. Let [image: image2.png]


 be either the real, complex, or quaternion number system and let O(K) be the corresponding integers. Let x=(x1,...,xn) be a vector in Kn . The vector x has an integer relation if there exists a vector m = (m1,...,mn) . O(K)n , m 




= 

0, such that m1x1 + m2x2 + ...+ mnxn =0. In this paper we define the parameterized integer relation construction algorithm PSLQ(.), where the parameter . can be freely chosen in a certain interval. 

Beginning with an arbitrary vector x =(x1,...,xn) . Kn, iterations of  PSLQ(.) will produce lower bounds on the norm of any possible relation for x. Thus PSLQ(.) can be used to prove that there are no relations for x of norm less than a given size. Let Mx be the smallest norm of any relation for x.For 

the real and complex case and each fixed parameter . in a certain interval, 

we prove that PSLQ(.) constructs a relation in less than O(n3 + n2 log Mx) 

iterations. 
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1. Introduction 

Let K be either the real, complex or quaternion number system and let 

O(K) be the corresponding system of integers (i.e., ordinary integers, Gaussian integers, or Hamiltonian integers, respectively). Let x =(x1,...,xn)be 

a vector in Kn . The vector x has an integer relation if there exists a vector 

m=(m1,...,mn) . O(K)n , m
nx=0. 

= 0, such that m1x1+m2x2+...+mn 

In this paper we define the parameterized integer relation construction 

algorithm PSLQ(.), which, compared with other integer relation algorithms 

in the literature, features superior performance and excellent numerical stability. The parameter . can be freely chosen in the interval 1 <. <.,

v 

where . is 2 or 2 depending on whether K is the reals or complexes, respectively; if K is the quaternions take . and .to be 1. We analyze PSLQ(.) 

for these three number systems. We describe in detail some efficient Fortran 

multiprecision computer implementations of PSLQ(.). 

Beginning with an arbitrary vector x =(x1,...,xn) . Kn, a finite number of iterations of PSLQ(.) will produce lower bounds on the (Frobenius) 

norm of any possible relation for x. The computation of such a lower bound 

constitutes a proof that x has no integer relations whatsoever of norm less 

than this lower bound. Any finite computation done with PSLQ or any other 

presently known relation finding algorithm can only prove that no small relation exists. Such an algorithm can construct an alleged relation based on 

inputs given to finite precision, but the proof that this alleged relation is a 

true relation for the real numbers is a separate matter. 

Let Mx be the smallest norm of a relation for x. Define . by the equation 

. v 

. =1/ 1/.2 +1/.2,where . = 2 for the real number field and . = 2for 

the complex number field, and . as above. For each fixed parameter . in 

the interval 1 <. <., we prove in the real and complex case that PSLQ(.) 

constructs a relation in less than n 

2 log. .n.1Mx iterations. This shows 

that PSLQ(.) is ‘polynomial time’ in the dimension and the number of bits 

of a smallest integer relation. Different . or . choices lead to different time 

and space requirements for the algorithm. 

For dimension n = 2 we prove that PSLQ(.) will construct a relation of 

smallest norm Mx. We give examples in dimension n = 3, for some .,for 

which PSLQ(.) does not construct a relation of smallest norm Mx. However 

for any dimension n . 2, we do prove that any relation constructed by 

PSLQ(.) has norm less than or equal to .n.2Mx. 

The ‘polynomial time’ and ‘small norm’ proofs given here are straightforward generalizations to the parameter . and to the complex numbers of 

the original ‘polynomial time’ proofs which appear in Lagarias et al, [23]. 
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We show, however, that the algorithm of [23] is distinct from any of these 

PSLQ(.) algorithms. 

PSLQ(.) was introduced by the authors [2] in 1991. PS refers to partial 

sums of squares, LQ to a lower trapezoidal orthogonal decomposition, and 

(.) is a parameter defined as above. Since PSLQ(.) was introduced it has 

been used to discover numerous previously unknown identities among real 

numbers. One example is 

. . 
2 

. 

1(.1)k+1 

1 . + ···+(k+1).3 

2 k 

k=1 

1 17 11

=4L5(1/2) . ln5(2) . .(5) . .4 ln(2)

30 32 720 

7 13 

+ .(3) ln2(2) + .2 ln3(2) . .2.(3),

4 18 24 

where Ln(x) denotes the polylogarithm function . k xkk.n . See [3] for details. Another example is the following formula for .: 

. 

. 

1 

. 

4211 

. 

. = ... .

16i 8i+1 8i+4 8i+5 8i+6 

i=0 

This remarkable series permits one to rapidly compute individual digits 

from the hexadecimal expansion of .. See [4] for details. It was found 

by applying PSLQ(.) to the vector X =(X1,X2,··· ,X8,.)where Xj = 

1/(16k(8k+ j)). The smallest relation known, 

k.0 

(4,0,0,.2,.1,.1,0,0,.1), 

yields the above ‘base 16’ formula for .. A next smallest relation known, 

(0,8,4,4,0,0,.1,0,.2), 

was subsequently discovered by Ferguson and this relation yields a similar 

‘base 16’ formula for .. Together these two integral lattice relation vectors 

generate a two-dimensional lattice of relations of this ‘base 16’ type. It is 

conjectured there are no further such relations outside this lattice. Note that 

(.8,8,4,8,2,2,.1,0,0) 

is in this lattice, so evidently X7 is integrally dependent upon X1,... ,X6. 
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Of course, a numerical discovery of a relation using PSLQ(.)doesnot 

constitute a rigorous proof of the relation. However, in the wake of this 

numerical evidence, proofs have subsequently been found for many of these 

relations, including the above formula for .. See [3] and [4] for details. 

In the theoretical proofs in Section 2, 3, 4, and 5, we will assume exact 

arithmetic over the real numbers augmented by comparisons over the reals 

and the nearest integer function. 

2. Lower Bounds on Integer Relations 

If K is the complex number field, then z. denotes the complex conjugate 

of z, i.e. if z = x+ iy, then z. = x.iy. |·|denotes the complex absolute 

value, i.e. |z|2 = z
z = zz. = x2 + y2.If A is a matrix or vector, then A. 

is the conjugate transpose of A. A unit in the complex number field is any 

element z such that |z|= 1. For real z, the conjugate operation is null, and 

z is the usual absolute value. 

Similarly, if K is the quaternion number system, then z. denotes the 

quaternion conjugate of z, i.e. if z = x+yi+uj+vk, then z. = x.yi.uj.vk. 

The quaternion absolute value or norm is similarly defined, so that |z|2 = 

zz. = z
z = x2 + y2 + u2 + v2 . Units and conjugates of matrices are defined 

analogously. 

If K is any of the above three number systems, two vectors x,y .Kn are 

said to be orthogonal if xy. =0. Let |A|= (tr(A
A))1/2 denote the Frobe

nius norm of the matrix A, i.e., |A|= 
. a. 
1/2.An n.n matrix A is

i,j ai,j 

unitary if A
A = AA. = In. U(n,K) denotes the group of unitary matrices 

over K.An n.n matrix A is unimodular if det A is a unit. GL(n,O(K)) is 

the group of unimodular matrices with entries in the integers O(K). 

Definition 1: (Mx). Assume x =(x1,...,xn) . Kn has norm |x| =1. 

Define x. to be the set of all vectors in Kn orthogonal to x.Let O(K)n .x. 

be the discrete lattice of integral relations for x. Define Mx > 0tobethe 

smallest norm of any relation for x in this lattice. 

Definition 2: (Hx). Assume x =(x1,...,xn) . Kn has norm |x| =1. 

Furthermore, suppose that no coordinate entry of x is zero, i.e., xj 




=0 for 

1 .j .n (otherwise x has an immediate and obvious integral relation). For 

1 .j .n define the partial sums 

sj 

2 = xkxk

. . 

j.k.n 
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Given such a unit vector xdefine the n. (n. 1) lower trapezoidal matrix 

Hx =(hi,j )by 

. 

. 

0 if1 . i<j. n. 1 

. 

hi,j = si+1/si if 1 . i= j. n. 1 

. 

. 


.xi xj /(sj sj+1)if1 . j<i. n. 

Note that hi,j is scale invariant. 

Lemma 1. Let Hx be the lower trapezoidal matrix defined above. Then 

(i) Hx


Hx = 

vIn.1, i.e., the columns of Hx are orthogonal, 

(ii) |Hx| = n. 1, 

(iii) xHx =0. 

Proof. The columns can be proven orthogonal by considering the cases i= j 

and i<j separately. When i= j the inner product is 

si2+1 + . xixi


xkxk

. 

= 

si2+1 + xixi

. 

. xkxk

. 

2 22 222si i<k.n 

si si+1 si si si+1 i<k.n 

s2 

i . xix


i xix
i

= +=1.

22

ss

ii 

When i<j the inner product is 

sj+1xi


xj . xi


xj xkx


k

. + 

sj sisi+1 

j<k.n 

sisi+1sj sj+1 

= . 

sj+1x


i xj + x


i xj . xkx 


k =0. 

sj sisi+1 sisi+1sj sj+1 

j<k.n 

v 

Item (i) shows that Hx


Hx = In.1 which has trace n. 1so |Hx| = n. 1. 

To prove (iii), fix 1 . j. n. 1, then 

xkhk,j = xj sj+1 . 

xkxkxj = 

sj sj sj+1

1.k.n j<k.n 

2 

xj sj+1 . 

xj sj+1 =0. . 

sj sj sj+1 

5 

Lemma 2. For a unit vector x . Kn define Px = HxHx


. Then Px satisfies: 

(i) Px

. = Px , 

(ii) Px = In . x
x , 

(iii) Px 

2 = Pvx , 

(iv) |Px| = n . 1, 

(v) Pxz. = z. for any z . x. 

(vi) Pxm. = m. for any relation m . O(K)n for x. 

Proof. Item (i) follows from HxHx

. =(HxHx


). . To prove (ii) note that 

from Lemma 1 (iii), Hx is an n . (n . 1) rank n . 1 matrix whose columns 

transposed form an orthonormal basis for x. . Defining U =(Hx|x
), an 

n . n unitary matrix, we have UU. = HxHx

. + x
x = In. To prove (iii) note 

that 

Px 

2 =(In . x . x)2 = In 

2 . 2Inx . x + x 
(xx 
)x = Px. 

To prove (iv) note that |Px|2 =tr(P 
Px)=trPx =trH
Hx = n . 1. Item

xx 

(vi) follows from (v) which follows from (ii) and the associativity (x
x)z. = 

x
(xz
). . 
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Аннотация. Пусть [image: image3.png]


 будет либо вещественной, комплексной, либо кватернионной системой счисления и пусть  [image: image4.png]0(K)



 будут соответствующими целыми числами. Пусть [image: image5.png]


  будет вектором в [image: image6.png]


. Вектор [image: image7.png]


 имеет целочисленное соотношение, если существует вектор [image: image8.png]m=(my,..,m,) € O(K)"



, [image: image9.png]m=0



 такой, что . В данной работе мы определяем алгоритм построения параметризированного целочисленного соотношения [image: image10.png]PSLQ(1)



, где параметр может быть выбран свободно с определенным интервалом.    

Начиная с произвольного вектора [image: image11.png]X = (xqg,..,x,) EK"



, итерации [image: image12.png]PSLQ(1)



 будут производить нижние границы нормы некоего возможного соотношения для [image: image13.png]


. Таким образом, [image: image14.png]PSLQ(1)



 может быть использован для доказательства того, что нет соотношений нормы для [image: image15.png]


 меньших, чем данная величина. Пусть [image: image16.png]


 будет наименьшей нормой некоего соотношения для [image: image17.png]


. Для вещественного и комплексного случая и каждого фиксированного параметра [image: image18.png]


 в определенном интервале, мы докажем, что [image: image19.png]PSLQ(1)



 строит соотношение на менее чем [image: image20.png]0(n® + n*logM,)



 итерациях.

Ссылка: Вычислительная математика, выпуск (1999)

Ключевые слова и фразы. Алгоритм Евклида, алгоритм нахождения соотношения целых чисел, гауссово целое число, гамильтоново целое число, полиномиальное время.
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1. Введение 

 Пусть [image: image21.png]


 будет либо вещественной, комплексной, либо кватернионной системой счисления и пусть [image: image22.png]0(K)



 будет соответствующей системой целых чисел (т.е. обыкновенных целых чисел, гауссовых целых чисел или гамильтоновых целых чисел, соответственно). Пусть [image: image23.png]


 будет вектором  [image: image24.png]


. Вектор [image: image25.png]


 имеет целочисленное соотношение, если существует вектор [image: image26.png]m = (my,..,m,) € O(K)"



, [image: image27.png]m=0



, такой, что [image: image28.png]MyX, +MyXs + .o+ MY,




. 

В данной работе мы определяем алгоритм построения параметризированного целочисленного соотношения [image: image29.png]PSLQ(1)



, который, по сравнению с другими алгоритмами целочисленных соотношений освещенными в литературе, обладает свойством превосходной характеристики и отличной численной устойчивости. Параметр [image: image30.png]


 может быть свободно выбран на интервале [image: image31.png]l1<t<p



, где [image: image32.png]


 равняется 2 или 2, в зависимости от того, является ли [image: image33.png]


 вещественным или комплексным, соответственно; если [image: image34.png]


 является кватернионным, то [image: image35.png]


 и [image: image36.png]


 должны равняться 1. Мы анализируем [image: image37.png]PSLQ(1)



 для этих трех систем счисления. Мы детально описываем некоторые эффективные высокоточные компьютерные реализации Фортран для [image: image38.png]PSLQ(1)



.  

 Начиная с некоторого вектора  [image: image39.png]X = (xqg,..,x,) EK"



, конечное число итераций [image: image40.png]PSLQ(1)



 будет давать нижние границы в соответствии с (Фробениусом) нормой любого возможного соотношения для [image: image41.png]


. Вычисление подобной нижней границы формирует доказательство того, что [image: image42.png]


 не имеет целочисленных соотношений, насколько бы ниже не была норма, чем эта граница. Любое конечное вычисление, выполненное с [image: image43.png]PSLQ



 или любым другим известным на данный момент алгоритмом нахождения соотношения, может только доказать, что наименьшее соотношение не существует. Такой алгоритм может построить предполагаемое соотношение, основывающееся на вводных параметрах, данных для предельной точности, но доказательство того, что это предполагаемое соотношение является действительным соотношением для вещественных чисел — отдельная задача. 

  Пусть [image: image44.png]


 будет наименьшей нормой соотношения для [image: image45.png]


. Определим [image: image46.png]


 вычислением [image: image47.png]=1//1/p% + 1/y?




, где [image: image48.png]


 для поля вещественных чисел и [image: image49.png]


 для поля комплексных чисел, и [image: image50.png]


 как указано выше. Для каждого фиксированного параметра [image: image51.png]


 на интервале [image: image52.png]l1<t<p



, мы доказываем в вещественном и комплексном случае, что [image: image53.png]PSLQ(1)



 строит соотношение за менее чем  [image: image54.png](5) 108y M,)



 итераций. Это показывает, что [image: image55.png]PSLQ(1)



 является «полиномиальным временем» в измерении и некотором числе битов наименьшего целочисленного соотношения. Различные [image: image56.png]


 или [image: image57.png]


 выборки приводят к различным временным и пространственным требованиям для алгоритма.   

  Для измерения [image: image58.png]


 мы доказываем, что [image: image59.png]PSLQ(1)



 будет строить соотношение наименьшей нормы [image: image60.png]


. Мы приводим примеры в измерении [image: image61.png]


 для некоторого [image: image62.png]


, для которого [image: image63.png]PSLQ(1)



 не строит соотношение наименьшей нормы [image: image64.png]


. Тем не менее, для любого измерения [image: image65.png]


, мы не доказываем, что любое отношение построенное [image: image66.png]PSLQ(1)



 имеет норму менее или равную [image: image67.png]Yy 2 M,



. 

  «Полиномиальное время» и «малая норма» доказывают, что приведенные здесь факты являются непосредственным обобщением параметра [image: image68.png]


 и комплексных чисел первичного «полиномиального времени» доказывает то, что выявляется из Лагариаса и т.п. [23].

Тем не менее, мы показываем, что алгоритм [23] отличается от любых данных [image: image69.png]PSLQ(1)



 алгоритмов. 

  [image: image70.png]PSLQ(1)



 был представлен авторами [2] в 1991 году. PS относится к частичным суммам квадратов,  [image: image71.png]LQ



 — к нижнему трапецеидальному ортогональному разложению, и [image: image72.png](1)



 является параметром, определенным выше. С того момента как [image: image73.png]PSLQ(1)



 был представлен, он был использован для открытия нескольких ранее неизвестных единиц среди вещественных чисел. Одним примером является 

[image: image74.png]= +1\ 2
Z(lﬁ Gl 1) (k+1)7

ol




[image: image75.png]1 17 11
= 415(1/2) — 55 In° () — 55¢(5) — - In(2)




[image: image76.png]+Eg(3)ln2(2) + llsnﬂn!(z) —21%¢(3)




,

где [image: image77.png]L,(x)



 обозначает полилогарифмическую функцию [image: image78.png]¥ XKk



. Подробнее в [3]. Другим примером является следующая формула для [image: image79.png]


 : 

[image: image80.png]75“1( 4 2 1 1 )
"TL16\8 1 8+4 845 8+6)

-




Эти отличительные ряды позволяют быстро вычислить конкретные разряды из шестнадцатеричного ряда [image: image81.png]


 . Подробнее в [4]. Они были найдены при применении [image: image82.png]PSLQ(1)



 к вектору [image: image83.png]X =(X,X5,...,Xs,7)



, где  [image: image84.png]X, = Tieo 1/(164(8% + )



. Наименьшее известное соотношение,

[image: image85.png](4,0,0, -2

1,0,0,—1)



,

приводит к вышеуказанной формуле «по основанию 16» для [image: image86.png]


. Следующее наименьшее известное соотношение,  

[image: image87.png](0,8,4,4,0,0,—1,0,-2)



,

было позднее открыто Фергюссоном и это соотношение приводит к такой же формуле «по основнию 16» для . . Вместе эти два вектора соотношения целой решетки генерируют двумерную решетку соотношений данного типа «по основанию 16». Оно сопряжено и не существует подобных соотношений вне данной решетки. Отметьте, что

[image: image88.png](—8,8,4,8,2,2,—1,0,0)




в данной решетке, очевидно, [image: image89.png]


 является интегрально зависимым от [image: image90.png]


.

Конечно же, численное открытие соотношения с использованием [image: image91.png]PSLQ(1)



 не сформирует полноценного доказательства соотношения. Тем не менее, после этого численного доказательства, были найдены доказательства для многих других соотношений, в том числе для вышеуказанной формулы [image: image92.png]


. Подробнее в [3] и [4].

  В этих теоретических доказательствах в разделе 2, 3, 4 и 5, мы будем допускать точную арифметику для вещественных чисел умноженную для сравнения вещественной и ближайшей целочисленной функций. 

2. Нижние границы целочисленных соотношений

Если [image: image93.png]


 является полем комплексных чисел, то [image: image94.png]


 является комплексно сопряженным числом для [image: image95.png]


, т.е. если [image: image96.png]+ iy



, то [image: image97.png]x— 1y



. [image: image98.png]


 обозначает комплексное абсолютное значение, т.е.  [image: image99.png]|zI2 =zz x2 42



. Если [image: image100.png]


 является матрицей или вектором, то [image: image101.png]


 это сопряженная транспонированная матрица [image: image102.png]


. Величина [image: image103.png]


 в поле комплексных чисел  это любой элемент [image: image104.png]


, такой что [image: image105.png]


. Для вещественной [image: image106.png]


 сопряженной операцией является ноль и [image: image107.png]


 обычная абсолютная величина. 

  Аналогично, если [image: image108.png]


 является кватернионной системой счисления, то [image: image109.png]


 обозначает кватернионную сопряженную матрицу [image: image110.png]


, т.е. если [image: image111.png]z = x+yi+u+vk



, то [image: image112.png]x—yi—uw —vk



. Абсолютная кватернионная величина или норма определяется аналогично, так, что [image: image113.png]|z|?
Z
7"
x4+
vy
u?
+v?



. Единицы и сопряженные значения матриц определяются аналогично. 

  Если [image: image114.png]


 является одной из трех указанных выше систем счисления, два вектора [image: image115.png]x,y € K"



 называются ортогональными, если  [image: image116.png]Xy



. Пусть [image: image117.png]1/2

|4] = (tr(4°4))



 обозначает норму Фробениуса для матрицы [image: image118.png]


, т.е., [image: image119.png]Al =(Za;, a)



. [image: image120.png]nxn



 матрица [image: image121.png]


 унитарная, если [image: image122.png]A"A = AA”




. [image: image123.png]U(n, K)



 обозначает группу унитарных матриц в [image: image124.png]


. [image: image125.png]nxn



 матрица [image: image126.png]


 является унимодулярной, если детерминанта [image: image127.png]


 — единица.  [image: image128.png]GL(n,0(K))



 является группой унимодулярных матриц с вводимыми данными в целых числах [image: image129.png]0(K)



. 

Определение 1: [image: image130.png](M)



. Предположим, что [image: image131.png]X = (xqg,..,x,) EK"



 имеет норму [image: image132.png]


. Определим [image: image133.png]


 , которое будет множеством всех векторов в [image: image134.png]


 ортогональных [image: image135.png]


. Пусть [image: image136.png]O(K)" nxt



 будет дискретной решеткой интегральных соотношений для [image: image137.png]


. Определим [image: image138.png]=0



, которое будет наименьшей нормой любого соотношения для [image: image139.png]


 в данной решетке. 

Определение 2: [image: image140.png](H,)



. Предположим, что [image: image141.png]X = (xqg,..,x,) EK"



 имеет норму [image: image142.png]


. Более того, допустим, что не существует вводных координат [image: image143.png]


 равного нулю, т.е. [image: image144.png]x, #0



 для [image: image145.png]l=j=n



 (в противном случае [image: image146.png]


 имеет непосредственное и ясное интегральное соотношение). Для [image: image147.png]l=j=n



 определим частичные суммы 

[image: image148.png]


.

Принимая во внимание такой единичный вектор [image: image149.png]


, определим [image: image150.png]nx(n-—1)



 нижней трапецеидальной матрицы [image: image151.png]


с помощью

[image: image152.png]0
Sisa/S;
—x:%/(8:541)

ecmlsi<jsn-1
ecml<i=j=n-1
ecml<j<i<n.




Отметим, что [image: image153.png]i,



 масштабно-инвариантная. 

Лемма 1. Пусть [image: image154.png]


 будет нижней трапецеидальной матрицей определенной выше. Тогда 

(i) [image: image155.png]


, т.у., столбцы [image: image156.png]


 ортогональные, 

(ii) [image: image157.png]|H,|



, 

(iii) [image: image158.png]


. 

Доказательство. Ортогональность столбцов может быть доказана при рассмотрении случаев [image: image159.png]


 и [image: image160.png]


 обособленно. Когда [image: image161.png]


 скалярное произведение 

[image: image162.png]



[image: image163.png]



Когда [image: image164.png]


 скалярное произведение 

[image: image165.png]_Sm%iy Z X2 X

SSiSie1 L SiSien Sy




[image: image166.png]Sje1 XX XX .
_Spady NG Z X1 = 0.

58,5, $iSi515;8)
55515141 +15Sjen £




Пункт [image: image167.png](i)



 показывает, что [image: image168.png]


, ранг которого [image: image169.png]


 такой, что [image: image170.png]|H,|



. 

Для доказательства (iii), зафиксируйте [image: image171.png]l=sj=n-1



, затем 

[image: image172.png]



[image: image173.png]2
Y81 _ G5 _

s; $iSii1




Лемма 2. Для единичного вектора [image: image174.png]x € K"



 определим [image: image175.png]


. Тогда [image: image176.png]


 удовлетворяет: 

[image: image177.png]


,

[image: image178.png]


,

[image: image179.png](iii) P2 =P,



,

[image: image180.png](iv) |P.l=vn—1



,

[image: image181.png]


 для любого [image: image182.png]zZEX




[image: image183.png](vi) Pm =m"



 для любого соотношения [image: image184.png]m € O(K)"



 для [image: image185.png]


.

Доказательство. Пункт (i) следует из [image: image186.png]


. Для доказательства (ii), отметим, что из Леммы 1 (iii), [image: image187.png]


 является матрицей [image: image188.png]nx(n-—1)



 ранга [image: image189.png]


, столбцы которой имеют транспонированную форму ортонормированного базиса для [image: image190.png]


. Определяя [image: image191.png]U= (H,|x")



, унитарной матрицы [image: image192.png]nxn



, мы получаем [image: image193.png]uu-




. Для доказательства (iii) отметим, что 

[image: image194.png]=12 -2 x"x + x"(xx).





Для доказательства (iv) отметим, что [image: image195.png]


. Пункт (vi) следует из (v), который следует из (ii) и ассоциативности [image: image196.png](x'x)z" = x"(xz").



 

