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Ââåäåíèå

Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæíî íàçâàòü íåýôôåêòèâíûì
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññà îáðàùåíèÿ ê ïàìÿòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìàòðèöû
áîëüøîãî ðàçìåðà íåâîçìîæíî öåëèêîì ðàçìåñòèòü â êýø-ïàìÿòü êîìïüþòåðà
ïðè å¼ îãðàíè÷åííîì îáúåìå. Â òàêîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì ïåðåìíî-
æåíèÿ îáðàùàåòñÿ ê îòäåëüíûì ó÷àñòêàì èñõîäíûõ ìàòðèö, ñîõðàíÿåò èõ â
êýø-ïàìÿòü, èñïîëüçóåò, è ïðè ñëåäóþùåé èòåðàöèè � î÷èùàåò êýø-ïàìÿòü
äëÿ çàïîëíåíèÿ å¼ íîâûì ó÷àñòêîì. Âñå ýòè ìàíèïóëÿöèè çàòðà÷èâàþò áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà î÷åíü
ñèëüíî ïàäàåò. Àëãîðèòì áëî÷íîãî ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçáèâàåò èñõîäíûå
ìàòðèöû íà áëîêè ìåíüøåãî ðàçìåðà, êîòîðûå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíî öåëèêîì
óìåñòèòü â êýø-ïàìÿòü êîìïüþòåðà, è äàëåå � ïåðåìíîæàåò ìàòðèöû ïîáëî÷-
íî. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ íå òðåáóåò âðåìåíè íà äîïîëíèòåëüíûå ìàíèïóëÿöèè ñ
ïàìÿòüþ è ðàáîòàåò áîëåå ýôôåêòèâíî.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷àìè ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿ áëî÷íîãî àëãîðèòìà ïåðåìíîæåíèÿ ñî-
ãëàñîâàííûõ ìàòðèö ëþáûõ ðàçìåðîâ è äàëüíåéøåå ðàñïàðàëëåëèâàíèå ýòîãî
àëãîðèòìà, à òàêæå ñðàâíåíèå åãî ðàáîòû ñ êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì ïåðå-
ìíîæåíèÿ ìàòðèö. Öåëü ðàáîòû � âûÿâèòü óñëîâèÿ îïðàâäàííîãî ïðèìåíåíèÿ
áëî÷íîãî àëãîðèòìà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö.

2 Áëî÷íûå ìàòðèöû

Áëî÷íàÿ ìàòðèöà � ýòî ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íîé ìàòðèöû ïóòåì âûäåëå-
íèÿ â íåé ïîäìàòðèö ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ýòè ïîäìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
áëî÷íîé ìàòðèöû è îáÿçàòåëüíî ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

- ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêè èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó

- ýëåìåíòû îäíîãî ñòîëáöà èìåþò îäèíàêîâóþ øèðèíó

Ïðèìåð:

A =

 a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35

 =

(
A11 A12

A21 A22

)
ãäå:

A11 =

[
a11 a12
a21 a22

]
A12 =

[
a13 a14 a15
a23 a24 a25

]
A21 =

[
a31 a32

]
A22 =

[
a33 a34 a35

]
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2.1 Óìíîæåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö

Óìíîæåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö íèêàê íå îòëè÷àåòñÿ îò óìíîæåíèÿ îáû÷íûõ ìàò-
ðèö. Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà.

A∗ =


A11 A12 . . . A1m

A21 A22 . . . A2m
...

... . . . ...
An1 An2 . . . Anm

 B∗ =


B11 B12 . . . B1k

B21 B22 . . . B2k
...

... . . . ...
Am1 Am2 . . . Amk



A∗ ×B∗ = C =


C11 C12 . . . C1k

C21 C22 . . . C2k
...

... . . . ...
Cn1 Cn2 . . . Cnk


ãäå

Cij =
m∑
r=1

AirBrj (1)

3 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Python è îôîðìëåí â âèäå ïîëüçîâàòåëüñêîãî
ïðèëîæåíèÿ. Êîä ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåí íèæå:
import numpy as np
A_height = int ( input ( ' Enter  the  he ight  o f  the  f i r s t  matrix :  ' ) )
print ( ' Enter  the  f i r s t  matrix ' )
A_input = [ l i s t (map( f loat , input ( ) . s p l i t ( ) ) ) for _ in range (A_height ) ]

B_height = int ( input ( ' \nEnter the  he ight  o f  the  second matrix :  ' ) )
print ( ' Enter  the  second matrix ' )
B_input = [ l i s t (map( f loat , input ( ) . s p l i t ( ) ) ) for _ in range ( B_height ) ]

matrix_A = np . array (A_input , np . f l o a t 6 4 )
matrix_B = np . array (B_input , np . f l o a t 6 4 )

def matr ix_sp l i t t i ng (A, B) :
A_width = len (A[ 0 ] )
A_height = len (A)

B_width = len (B [ 0 ] )

l ine_sep_index = int (A_width // 2)
column_sep_index = int (A_height // 2)

bline_sep_index = int (B_width // 2)

A_11 = A[ 0 : column_sep_index , 0 : l ine_sep_index ] . t o l i s t ( )
A_12 = A[ 0 : column_sep_index , l ine_sep_index : : ] . t o l i s t ( )
A_21 = A[ column_sep_index : : , 0 : l ine_sep_index ] . t o l i s t ( )
A_22 = A[ column_sep_index : : , l ine_sep_index : : ] . t o l i s t ( )

B_11 = B[ 0 : l ine_sep_index , 0 : bl ine_sep_index ] . t o l i s t ( )
B_12 = B[ 0 : l ine_sep_index , bl ine_sep_index : : ] . t o l i s t ( )
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B_21 = B[ l ine_sep_index : : , 0 : bl ine_sep_index ] . t o l i s t ( )
B_22 = B[ l ine_sep_index : : , bl ine_sep_index : : ] . t o l i s t ( )

return [A_11, A_12, A_21, A_22 ] , [B_11 , B_12 , B_21 , B_22 ]

A, B = matr i x_sp l i t t i ng (matrix_A , matrix_B)

def mu l t i p l i c a t i o n (A, B, a_height , b_width , n=2) :

i f n == 2 :
C_11 = ( mu l t i p l i c a t i o n (A[ 0 ] , B [ 0 ] , len (A[ 0 ] ) , len (B [ 0 ] [ 0 ] ) , n=1) +

mu l t i p l i c a t i o n (A[ 1 ] , B [ 2 ] , len (A[ 1 ] ) , len (B [ 2 ] [ 0 ] ) , n=1) ) . t o l i s t ( )
C_12 = ( mu l t i p l i c a t i o n (A[ 0 ] , B [ 1 ] , len (A[ 0 ] ) , len (B [ 1 ] [ 0 ] ) , n=1) +

mu l t i p l i c a t i o n (A[ 1 ] , B [ 3 ] , len (A[ 1 ] ) , len (B [ 3 ] [ 0 ] ) , n=1) ) . t o l i s t ( )
C_21 = ( mu l t i p l i c a t i o n (A[ 2 ] , B [ 0 ] , len (A[ 2 ] ) , len (B [ 0 ] [ 0 ] ) , n=1) +

mu l t i p l i c a t i o n (A[ 3 ] , B [ 2 ] , len (A[ 3 ] ) , len (B [ 2 ] [ 0 ] ) , n=1) ) . t o l i s t ( )
C_22 = ( mu l t i p l i c a t i o n (A[ 2 ] , B [ 1 ] , len (A[ 2 ] ) , len (B [ 1 ] [ 0 ] ) , n=1) +

mu l t i p l i c a t i o n (A[ 3 ] , B [ 3 ] , len (A[ 3 ] ) , len (B [ 3 ] [ 0 ] ) , n=1) ) . t o l i s t ( )
return [C_11 , C_12 , C_21 , C_22 ]

i f n == 1 :
C = [ [ 0 for row in range ( b_width ) ] for c o l in range ( a_height ) ]
for i in range ( a_height ) :

for j in range ( b_width ) :
sum = 0
for k in range ( len (A[ 0 ] ) ) :

sum += A[ i ] [ k ] * B[ k ] [ j ]
C[ i ] [ j ] = sum

return np . array (C)

C = mu l t i p l i c a t i o n (A, B, len (A) , len (B [ 0 ] ) , n=2)

print ( )
for i in range ( len (C [ 0 ] ) ) :

print (*C [ 0 ] [ i ] , *C [ 1 ] [ i ] )

for i in range ( len (C [ 2 ] ) ) :
print (*C [ 2 ] [ i ] , *C [ 3 ] [ i ] )

Îò ïîëüçîâàòåëÿ òðåáóåòñÿ ââåñòè ñîãëàñîâàííûå ìàòðèöû A è B, êîòîðûå îí
õî÷åò ïåðåìíîæèòü: (A×B). Ïî ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ãîðèçîíòàëüíûå
ðàçìåðû ìàòðèöû A äîëæíû ñîâïàäàòü ñ âåðòèêàëüíûìè ðàçìåðàìè ìàòðèöû
B. Äàëåå, àëãîðèòì, ïðè ïîìîùè îñíîâíûõ åãî ôóíêöèé matrix_splitting è
multiplication ðàçáèâàåò êàæäóþ èç äàííûõ ìàòðèö íà ÷åòûðå áëîêà è âû-
ïîëíÿåò ïîáëî÷íîå óìíîæåíèå. Ðåçóëüòàòîì ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà C,
ñîñòîÿùàÿ òàêæå èç ÷åòûðåõ áëîêîâ. Â êîíöå ïðîãðàììû îíà âûâîäèòñÿ â óäîá-
íîì äëÿ ÷åëîâåêà âèäå.

3.1 Ôóíêöèÿ matrix_splitting

Äàííàÿ ôóíêöèÿ âûïîëíÿåò ðàçáèåíèå ìàòðèö íà áëîêè. Ïðèíöèï å¼ ðàáîòû
ñëåäóþùèé: ïåðåìåííûå line_sep_index è ñolumn_sep_index ÿâëÿþòñÿ èíäåê-
ñàìè ñåðåäèíû ñòðîê è ñåðåäèíû ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå,
ñ ïîìîùüþ ñðåçîâ numpy ïî ýòèì èíäåêñàì ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå ÷åòûðåõ
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áëîêîâ: A11, A12, A21 è A22.
Òàê êàê áëîêè â ìàòðèöàõ A è B òîæå äîëæíû ñîãëàñîâàòüñÿ ìåæäó ñîáîé,

ãîðèçîíòàëüíûé ñðåç ìàòðèöû B îïðåäåëÿòñÿ âåðòèêàëüíûì ñðåçîì ìàòðèöû
A (ñì. ðèñ. 1), èíà÷å ïîáëî÷íîå óìíîæåíèå áóäåò íåâîçìîæíûì. Âåðòèêàëüíûé
ñðåç ìàòðèöû B îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé bline_sep_index,
ÿâëÿþùåéñÿ èíäåêñîì ñåðåäèíû ñòðîêè ìàòðèöû B. Ñàìî ðàçáèåíèå íà áëîêè
ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ìàòðèöå A, ïðè ïîìîùè ñðåçîâ numpy.

Ïî èòîãó ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò 2 ìàññèâà äëèíû 4, çàïîëíåííûå áëîêàìè
ìàòðèö A è B.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ ìàòðèö ôóíêöèåé matrix_splitting

3.2 Ôóíêöèÿ multiplication

Äàííàÿ ôóíêöèÿ âûïîëíÿåò ðåêóððåíòíîå óìíîæåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö. Íà å¼
âõîä ïîñòóïàþò 2 ìàññèâà áëîêîâ ìàòðèö A è B, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàáî-
òû ôóíêöèè matrix_splitting, âûñîòà è øèðèíà ìàòðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî,
à òàêæå îáÿçàòåëüíûé ïàðàìåòð n, ÿâëÿþùèéñÿ êëþ÷îì, è îïðåäåëÿþùèé ãëó-
áèíó ïîãðóæåíèÿ.

- ïðè n = 2, ôóíêöèÿ ðàáîòàåò ñ âõîäíûìè ìàññèâàìè è ðåàëèçóåò áëî÷íîå
óìíîæåíèå

- ïðè n = 1, ôóíêöèÿ âûïîëíÿåò íåïîñðåäñòâåííî óìíîæåíèå áëîêîâ

Òàê êàê êîëè÷åñòâî áëîêîâ âñåãäà çàðàíåå èçâåñòíî è ðàâíî 4 â îáåèõ ìàò-
ðèöàõ, òî, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà C òàêæå áóäåò ñîñòîÿòü èç
÷åòûðåõ áëîêîâ: C11, C12, C21 è C22. Âû÷èñëåíèå êàæäîãî èç ýòèõ áëîêîâ ïðî-
èçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (1) è ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ îáû÷íûõ ìàòðèö ñ ïî-
ìîùüþ òîé æå ôóíêöèè multiplication, íî ñ êëþ÷îì n = 1.
Ïî èòîãó ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò ìàññèâ äëèíû 4, çàïîëíåííûé áëîêàìè ìàòðèöû
C. Äàëåå â êîäå ýòîò ìàññèâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èñêîìîé ìàòðèöû C.
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4 Òåñòû

Â õîäå ðàáîòû áûëè ïðîèçâåäåíû ñëåäóþùèå òåñòû:

- Òåñòû 1-ãî ðîäà: ïåðåìíîæåíèå êâàäðàòíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö (4× 4;
10× 10; 16× 16)

- Òåñòû 2-ãî ðîäà: ïåðåìíîæåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö (4×
3 è 3× 5; 11× 5 è 5× 2; 7× 8 è 8× 1)

- Òåñòû 3-ãî ðîäà: ïåðåìíîæåíèå íåöåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ïðîèçâîëüíûõ ðàç-
ìåðîâ

Ðåçóëüòàò ðàáîòû êàæäîãî èç òåñòîâ îêàçàëñÿ âåðíûì, ÷òî ïîçâîëèëî óáåäèòüñÿ
â êîððåêòíîñòè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà

5 Âðåìÿ ðàáîòû è ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèì àë-

ãîðèòìîì

Çà êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì áóäåì ïðèíèìàòü òðîéíîé âëîæåííûé öèêë ïî âñåì
ýëåìåíòàì äàííûõ ìàòðèö. Êîä ïðåäñòàâëåí íèæå:
matrix_C = [ [ 0 for row in range ( b_width ) ] for c o l in range ( a_height ) ]
for i in range ( a_height ) :

for j in range ( b_width ) :
sum = 0
for k in range ( len (matrix_A [ 0 ] ) ) :

sum += matrix_A [ i ] [ k ] * matrix_B [ k ] [ j ]
matrix_C [ i ] [ j ] = sum

Èçìåðÿòü âðåìÿ ðàáîòû áóäåì ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè timeit. Äëÿ ÷èñòîòû
ýêñïåðèìåíòà, âûâîä ìàòðèöû C îïóñòèì â îáîèõ àëãîðèòìàõ, òàêæå îïóñòèì
èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè tolist(), ïðèìåíÿþùåéñÿ â áëî÷íîì àëãîðèòìå: îíà èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìíîé äëÿ óïðîùåíèÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè è âûâîäîì äàííûõ, íèêàê
íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà, íî çàòðà÷èâàåò çàìåòíîå êîëè÷åñòâî
âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà numpy.random áóäåì ãåíåðèðîâàòü ðàíäîì-
íûå ìàòðèöû áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ ïðîñòîòû âñå ìàòðèöû áóäóò êâàäðàòíûå,
îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.
Ðåçóëüòàòû çàìåðîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Êàê ìîæåì âèäåòü, íà ìàòðèöàõ ìàëåíüêîãî ðàçìåðà, áëî÷íûé àëãîðèòì ïî-
êàçûâàåò ñåáÿ íåñêîëüêî õóæå ÷åì êëàññè÷åñêèé. Ýòî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî
äîñòàòî÷íûì îáúåìîì êýø-ïàìÿòè êîìïüþòåðà äëÿ õðàíåíèÿ öåëîé ìàòðèöû,
à òàêæå çíà÷èòåëüíîé ãðîìîçäêîñòüþ áëî÷íîãî àëãîðèòìà.

Îäíàêî, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðîâ ìàòðèö çàìåòåí ðîñò ïîêàçàòåëåé:
åñëè íà ìàòðèöàõ 6×6 áëî÷íûé àëãîðèòì òðàòèò â 2,75 ðàç áîëüøå âðåìåíè, òî
íà ìàòðèöàõ 100 × 100 ýòîò ïîêàçàòåëü óæå ðàâåí 1,57. À ïðåîäîëåâàÿ ðàçìåð
ìàòðèö 250 × 250, áëî÷íûé àëãîðèòì íà÷èíàåò ïðåâîñõîäèòü êëàññè÷åñêèé, è
êàê ìîæåì âèäåòü äàëüøå, íà ìàòðèöàõ 500× 500 è 1000× 1000ýòà òåíäåíöèÿ
ñîõðàíÿåòñÿ.
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àëãîðèòì ðàçìåð ìàòðèö âðåìÿ, ñåê
6× 6 0,004

100× 100 0,21
Êëàññè÷åñêèé 250× 250 2,85

500× 500 25,04
1000× 1000 213,47

Áëî÷íûé

6× 6 0,011
100× 100 0,33
250× 250 2,71
500× 500 21,32
1000× 1000 159,11

Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû çàìåðîâ

6 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàáîòû ìíîé áûë ðåàëèçîâàí è ïðîòåñòèðîâàí àëãîðèòì áëî÷íîãî ïåðå-
ìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python. Ðåàëèçàöèÿ ïàðàëëåëü-
íîãî àëãîðèòìà íå óäàëàñü. Ïî ïðîäåëàííûì íàáëþäåíèÿì ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì íåæåëè êëàññè÷åñêèé ïðè
ðàáîòå ñ áîëüøèìè ìàòðèöàìè, ðàçìåð êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò îáú-
åì êýø-ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèìåíèìîñòü äàííîãî àëãîðèò-
ìà â òàêèõ ñèòóàöèÿõ â öåëÿõ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ïðîãðàììû ìîæíî ñ÷èòàòü
îïðàâäàííîé.
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